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Poopc´enja Cassinijevog identiteta
Ivica Martinjak 1
Mnogi identiteti za niz Fibonaccijevih brojeva (Fn)n0 imaju svoje geometrijske




Fk = Fn+2, (1)
gdje je n ∈ N0 , ocˇevidno slijedi iz svojstava jednakostranicˇnog trokuta s upisanim
rombovima i trapezima cˇija su dva kuta 60◦ . Najprije nacrtamo jednakostranicˇni trokut
s duljinama stranica jednakim 1. Zatim produljujemo dvije stranice za F1 = 1 pa novi
trokut ima stranice duljine F2 = 2 buduc´i smo slijedili rekurziju




koja definira Fibonaccijeve brojeve. Nadalje, u k -tom koraku produljujemo stranice
za Fk i pritom trokutu upisujemo romb sa stranicama Fk i trapez s kracima Fk te
osnovicama Fk−1 i Fk+1 [8].
Promotrimo li brojeve u Fibonaccijevom nizu,
0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, . . .
na nacˇin da usporedimo kvadrat nekog broja i umnozˇak njegovih dvaju susjeda, zapazˇamo
da je njihova razlika uvijek 1. Tu pravilnost izrazˇava relacija
Fn−1Fn+1 − F2n = (−1)n (3)
poznata pod nazivom Cassinijev identitet, a ponekad se naziva i Simsonova formula.
Obicˇno je predstavljamo kao geometrijski paradoks, uz pitanje “gdje je nestao kvadratic´”
(slika 1). Nacrtamo pravokutnik primjerice sa stranicama a = 5, b = 13 te podijelimo
njegovu povrsˇinu najprije dijagonalom, a zatim josˇ jednom svaki dio. U drugu ruku,
kvadrat stranice c = 8 tako -der se mozˇe podijeliti na naizgled jednaka takva cˇetiri dijela.
Cassinijev identitet nam kazˇe da je razlika izme -du povrsˇine pravokutnika i kvadrata
uvijek 1 kada su a, c, b uzastopni Fibonaccijevi brojevi. Tocˇnije, pravokutnik ima za 1
vec´u povrsˇinu za parni n , a kvadrat za neparni n .
Cassinijev identitet se mozˇe jednostavno dokazati na nekoliko nacˇina me -du kojima su
najpoznatiji, dokaz pomoc´u Binetove formule, dokaz matematicˇkom indukcijom, dokaz
pomoc´u matricˇnog racˇuna, bijektivni dokaz.
Slika 1. Slucˇaj Cassinijevog identiteta za n = 6 .
1 Autor je asistent s Prirodoslovno-matematicˇkog fakulteta u Zagrebu; e-posˇta: imartinjak@phy.hr.
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Dokaz indukcijom ide ovako. Za n = 1 jednakost vrijedi jer je F0F2 − F21 = −1 =
(−1)1 . Nadalje treba pokazati da ako je tvrdnja valjana za n = k , onda je valjana i
za n = k + 1 tj. onda vrijedi FkFk+2 − F2k+1 = (−1)k+1 . Primjenom rekurzije (2) te
pretpostavke indukcije dobivamo
FkFk+2 − F2k+1 = Fk(Fk+1 + Fk)− Fk+1(Fk + Fk−1)
= (−1)(Fk−1Fk+1 − F2k)
= (−1)k+1
cˇime je identitet dokazan.
U ovom radu c´emo prikazati nekoliko poopc´enja i analogija ovog identiteta. Pritom
c´emo vidjeti da osim lijepog geometrijskog i algebarskog prikaza, iz Cassinijevog
identiteta izravno slijede josˇ neki. To c´e se jasno vidjeti iz elementarnih dokaza u
nastavku.
Cassinijev i Catalanov identitet
Prije samih poopc´enja Cassinijevog identiteta navedimo josˇ jednu od osnovnih relacija
koje vrijede za Fibonaccijeve brojeve
Fm+n = FmFn+1 + Fm−1Fn, (4)
a koja c´e nam posluzˇiti za dokazivanje Catalanovog identiteta te identiteta (7). Ova se
relacija tako -der mozˇe dokazati matematicˇkom indukcijom, no u nastavku je dokazujemo
kombinatorno.
Promotrimo rastav prirodnog broja n na sumande koji mogu biti samo jedinice i
dvojke. Primjerice, broj 4 ima pet takvih rastava, pa pisˇemo f 4 = 5.
4 = 2 + 2
= 2 + 1 + 1
= 1 + 2 + 1
= 1 + 1 + 2
= 1 + 1 + 1 + 1
Nadalje se lako uvjerimo da je f 5 = 8, f 6 = 13, . . . odnosno da brojevi f i rastu
jednako kao Fibonaccijevi brojevi. Naime, rastav broja n pocˇinje jedinicom ili dvojkom
pa je broj svih rastava od n jednak zbroju brojeva rastava od n − 1 i n − 2. Dakle,
f n+2 = f n+1 + f n s tim da ovaj niz pocˇinje brojevima 1, 2 pa vrijedi
f n = Fn+1, n  −1. (5)
Sada c´emo ovu cˇinjenicu iskoristiti za jednostavni dokaz relacije (4). Neka je
m + n = a1 + a2 + · · ·+ ai + · · ·+ aN
pri cˇemu brojevi ai poprimaju vrijednosti 1 i 2. Prema definiciji, broj ovih rastava je
f m+n . Primijetimo da za pojedini rastav postoji ili ne postoji 1 ≤ i ≤ N takav da je∑i
j=1 aj = m . Prvi od tih skupova ima f mf n elemenata, a drugi f m−1f n−1 :
f m+n = f mf n + f m−1f n−1.
Sada supstituiramo f n = Fn+1 i tvrdnja odmah slijedi.
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Za r ∈ N0 , Catalanov identitet prosˇiruje Cassinijev na bilo koja dva Fibonaccijeva
broja koja su u nizu za r mjesta udaljena od n -tog cˇlana:
F2n − Fn−rFn+r = (−1)n−rF2r (6)
Razlika u povrsˇinama pripadnih pravokutnika i kvadrata tada je jednaka kvadratu r -tog
Fibonaccijevog broja. Nadalje se pokazuje da analogna relacija vrijedi i kada broj n
nije aritmeticˇka sredina rednih brojeva drugih dvaju cˇlanova niza:
Fn+iFn+j − FnFn+i+j = (−1)nFiFj. (7)
Oba ova poopc´enja slijede iz identiteta (3) i (4). Dokazat c´emo opc´enitiji slucˇaj. Prema
(4) slijedi
Fn+iFn+j − FnFn+i+j = (FnFi+1 + Fn−1Fi)(FnFj+1 + Fn−1Fj)− Fn(Fn+iFj+1 + Fn+i−1Fj)
= Fn−1FnFi+1Fj + F2n−1FiFj − FnFj(FnFi + Fn−1Fi−1)
= Fn−1FnFj(Fi+1 − Fi−1) + FiFj(F2n−1 − F2n)
Naposlijetku primjenjujemo Cassinijev identitet i time dokazujemo tvrdnju:
Fn−1FnFjFi + FiFj(Fn−1Fn+1 − FnFn−1 − F2n) = Fn−1FnFjFi + FiFj((−1)n − FnFn−1)
= (−1)nFiFj.
Napomenimo da se niz Fibonaccijevih brojeva prirodno mozˇe prosˇiriti i na skup Z te
tada vrijedi
F−n = (−1)n+1Fn.
Dakle, Catalanov identitet daje Cassinijev za r = 1, dok se relacija (7) svodi na
Catalanov identitet za i = −r, j = r , a na Cassinijev za i = −1, j = 1.
Posljedice Cassinijevog identiteta
Dok Cassinijev identitet datira iz sredine 18. stoljec´a, identitet poznat pod nazivom
Gelin-Cesa`ro,
Fn−2Fn−1Fn+1Fn+2 − F4n = −1, (8)
je zapazˇen stoljec´e kasnije. Taj izraz je izravna posljedica Cassinijevog identiteta.
Primjenom ujedno i Catalanovog identiteta tvrdnja odmah slijedi:
Fn−2Fn−1Fn+1Fn+2 = Fn−1Fn+1Fn−2Fn+2
= ((−1)n + F2n)(F2n − (−1)n−2)
= F4n − (−1)2n−2
= F4n − 1.
Postavlja se sada pitanje postoji li slicˇna relacija i za kubove Fibonaccijevih brojeva.
Poznata je sljedec´a jednakost, koju dokazujemo na elementaran nacˇin [6]:
Fn+1Fn+2Fn+6 − F3n+3 = (−1)nFn. (9)
Najprije visˇestrukim korisˇtenjem rekurzije (2) izrazimo Fn+3 i Fn+6 pomoc´u Fn+1 i
Fn+2 te na desnoj strani jednakosti zamijenimo
(−1)n = Fn−1Fn+1 − F2n .
Time dobivamo
2Fn+1F2n+2 − F3n+1 − F3n+2 = (Fn−1Fn+1 − F2n)Fn.
Kada i desnu stranu jednakosti izrazimo pomoc´u Fn+1 i Fn+2 , dobivamo jednakost (9).
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Cassinijev identitet nam pokazuje da razlika dvaju susjednih omjera Fibonaccijevih




















Cassinijev identitet nam tako -der daje vezu izme -du Fibonaccijevih i Lucasovih brojeva.
Niz Lucasovih brojeva (Ln)n0 je definiran istom formulom rekurzije kao i Fibonaccijev,
ali s pocˇetnim uvjetima L0 = 2, L1 = 1. Iz (2) i (3) se lako dobije relacija
L2n − 5F2n = 4(−1)n. (11)
koja pokazuje da su brojevi Fn, Ln rjesˇenja diofantske jednadzˇbe x2 − 5y2 = 4(−1)n .
Josˇ neki identiteti
Vrijedi spomenuti da i identitet (4) ima zanimljive posljedice. Tako,
F2n = Fn+n = FnFn+1 + Fn−1Fn
= (Fn+1 − Fn−1)(Fn+1 + Fn−1),
sˇto daje
F2n = F2n+1 − F2n−1. (12)
Nadalje se mozˇe pokazati da za F3n vrijedi
F3n = 3FnF2n+1 − 3F2nFn+1 + 2F3n.
Ako nas ova relacija asocira na binomni poucˇak, odnosno binomne koeficijente, to nije










nego c´emo vidjeti da postoji cˇitava familija identiteta (13), kojoj su prethodna dva










n+1, k, c ∈ N0. (13)
Dokaz ove relacije c´emo izvesti istim pristupom kao i kod dokaza identiteta (4). Broj
kn + c− 1 mozˇemo rastaviti na f kn+c−1 nacˇina na sumande koji su jedinice ili dvojke.
Podijelimo sada svaki od tih rastava na k + 1 dijelova, tako da zbroj ji , 1 ≤ i ≤ k
sumanada u pojedinom od prvih k podrastava bude n , a kada to nije moguc´e onda
n− 1:
kn + c− 1 = 1 + 1 + · · ·+ 2︸ ︷︷ ︸
j1
+ · · ·+ 1 + 2 + · · ·+ 1︸ ︷︷ ︸
jk
+ 2 + 1 + · · ·+ 2︸ ︷︷ ︸
jk+1
kn + c− 1 = j1 + j2 + · · ·+ jk + jk+1
Sada se pojedini rastav broja kn + c− 1 sastoji od
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i) i rastava broja n− 1,
ii) k− i rastava broja n i
iii) (k + 1)-og rastava od c− 1− i .
Broj tih rastava je, redom, f in−1 , f
k−i
n te f c−i−1 . Kada josˇ uzmemo u obzir sve











iz cˇega supstitucijom (2) odmah dobivamo identitet (13).
Fibonaccijevi brojevi imaju i mnoga druga zanimljiva i intrigantna svojstva te su
prisutni kako u matematici tako i puno sˇire.
Zadatak 1. Kolika je razlika izme -du kvadrata n -tog trokutastog broja tn , tn =
∑n
i=1 i ,
i umnosˇka brojeva tn−1 i tn+1 ?
Zadatak 2. Dokazˇite da za Lucasove brojeve Cassinijeva formula glasi
Ln−1Ln+1 − L2n = 5(−1)n+1.
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